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Einleitung 
Vorbereitend soll auf die mengentheoretische Begriffsbildung des Filters eingegan-
gen werden. Dazu sei X eine fest gewählte unendliche Menge, und n sei ein nicht leeres 
System aus Teilmengen von X. 
Definition n hei/?t cill Filt{'/' (I'on X), \\'ellll 
(I) al/S AI' A 2 E n iJueh AI (I A 2 E n und 
(2) al/S A E (1 und A ~ M auch M E njiJ/gt. 
So ist zum Beispiel im [Re das System aller Umgebungen eines Punktes x, also aller Teil-
mengen der Ebene, die noch eine Kreisscheibe um x mit hinreichend kleinem Radius 
enthalten, ein Filter, der Umgebungstilter von x. Nimmt man aus allen diesen Umgebun-
gen jeweils den Punkt x heraus, so bilden die punktiel1en Umgebungen ebenfalls einen 
Filter. Ein weiteres Beispiel ist das System aller Teilmcngen A von X, deren Komple-
mcntärmenge X\A endlich ist. 
Die wesentliche Filtereigenschatl ist die Durchschnittsbcdingung ( I ). Dic zweite For-
derung besagt lediglich, daß ein Filter hinsichtlich der Obermengcnbildung aufgefüllt 
ist. Dem trägt die folgende BegritTsbildung Rcchnung. 
Definition Ein nicht Iceres S\'stC/l/ 'l~ (///.1' Teil/l/ellgen l'(J/1 X heillt Filterhasis, \\'CIIII ::11 
13 I' B2 E 'l~ stets ein B E 'l\ cxisticrt /l/it B ~ B I (I 132 , 
Satz Ist 'l~ einc Filtcrhasis, so ist 'l.\ = (A I B ~ A ~ X für ein B E 'l~: eill Filter, der "Oll 
'l\ {'/'::ellgtc Filter. 
Ein aus nur einer Menge bestehendes System 'l\ = : B: ist eine besonders cinf~lchc Filter-
basis. Der von ihr erzeugte Filter wird einfacher mit 13 bezeichnet und der von der Menge 
B erzeugte Haupttiltcr genannt. Er besteht aus allcn Obermcngcn von B. Wichtigc Spc-
zialfällc sind der Hauptfilter X, dcr nur aus der Mcngc X besteht, und der Filter 11 .... 0, 
der das System aller Teilmengen von X ist und Nulltilter genannt werden soll. 
In der Menge IF aller Filter von X wird durch die mengentheoretische Inklusion eine 
Ordnungsrelation definiel1. Hier soll allerdings die zu ihr inverse Relation benutzt 
werden. 
• Vortrag vor dcr Plcnarycrsammlung der Braunschwcigischcll WisscllschaHlichcll (icscllschaH 
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Definition Für Filter Cl, h EIFsei n :::; (J (Clfeiner oder gleich (1) durch n ;;> herklärt. 
Hiernach ist Cl :::; h gleichwertig damit, daß aus B E h stets auch BEn folgt. Für jeden 
Filter n EIFgilt 0:::; Cl :::; X, weswegen X hinsichtlich dieser Ordnung der gröbste und 
der Nullfilter 0 der feinste Filter ist. 
Satz IF ist he::üglich :::; ein vollständiger Verhand: Es existieren in IF heliehige Vereini-
gungs/ilter V nl lind Dllrchschnittsfilter /\nl ' wohei 
{U A, I A, E n, für alle t} eine Filterbasis von Vn, und 
tA, n ... n A, I A, E n, , ... , A, E n, } eine Filterhasis von /\n, 
I I I I 11 11 
ist. 
Bei dieser Wahl der Ordnungsrelation entsprechen also der Vereinigungs- und Durch-
schnittsbildung bei den Filtern dic analogen Operationen bei den Filtermengen, wobei 
allerdings im Fall des Durchschnittsfilters nur der Durchschnitt von jeweils endlich 
vielen Filtermengen zu bilden ist. 
1. Ultrafilter 
Im Filterverband IF besitzt der Nullfilter unmittelbare obere Nachbarn, die als Ultrafil-
ter bezeichnet werden. 
Definition Ein Filter 11 heißt Ultra/ilter. wenn 11 > 0 gilt lind wenn aus 0 :::; n < 11 stets 
n = o/iJlgt. 
Der mit einem einzelnen Element x gebildete Hauptfilter -x = {x} ist ein Ultrafilter, 
den man auch als den an x gebundenen Ultrafilter bezeichnet. Ultrafilter, die nicht in die-
sem Sinn gebunden sind, werden freie Ultrafilter genannt. Bezeichnet Qj die Menge aller 
und Qjf die Menge der freien Ultrafilter, so gilt I Ur I = I U 1= IIF 1= 22 .\ • Man kann auch 
Konstruktionsverfahren für freie Ultrafilter angeben. Aber eine explizite Beschreibung 
freier Ultrafilter ist nicht möglich; ihre Struktur überfordert die Vorstellungskraft. 
Satz (I) Ein Filter 11 ist genau dann ein Ultra/ilter. wenn/iir alle Teilmengen M von X 
entweder M Elloder aher X\M E 11 gilt. 
(2) Fürjeden Filter Cl '* 0 gilt n = V {II 111 E Q.J, 11 :::; Cl}. 
Aus dem zweiten Teil des Satzes folgt insbesondere, daß jeder vom Nullfilter verschie-
dene Filter zu einem Ultrafilter verfeinert werden kann. 
Ultrafilter sind ein wichtiges Hilf.~mittel zum Beispiel bei Vervollständigungsprozes-
sen, wie etwa Kompaktifizierungen, und in der Modelltheorie zur Konstruktion unge-
wöhnlicher Modelle von Axiomensystemen. 
Als Beispiel diene eine Folge (Kv)v E N von beliebigen Körpern. Ihre Produktmenge 
P = n Kv besteht aus allen Folgen x = (xv) mit Xv E Kv für aBe Indizes v. Hinsichtlich 
v E r~ 
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der komponentenweise definierten Operationen x.:!=- y = (Xv.:!=- Yv) ist dann P ein Ring 
mit (0) = (0, 0, ... ) als Nullelement und mit (I) = (I, I, ... ) als Einselement. P ist aber 
kein Körper, weil zum Beispiel (1,0, 1,0, ... ) zwar vom Nullelement verschieden, aber 
nicht invertierbar ist. 
Es sei nun weiter 11 ein freier Ultrafilter der Indexmenge N. Für beliebige Folgen 
x = (xv) und y = (Yv) aus P sei dann die Relation x - y dadurch erklärt, daß es eine Menge 
U Ellgibt, so daß Xv = Yv fUr alle v E U erfUllt ist. Unmittelbar ergibt sich, daß - eine 
mit den Ringoperationen vertauschbare Äquivalenzrelation ist, so daß die Menge P der 
Äquivalenzklassen ~ von Folgen x E P wieder ein Ring ist. Dieser Ring P ist aber sogar 
ein Körper: Es sei nämlich (xv) eine von (0) verschiedene Äquivalenzklasse, und M sei 
die Menge aller Indizes v mit Xv = O. Aus M Ellwürde (xv) = (0) im Widerspruch 
zur Voraussetzung folgen. Da 11 ein Ultrafilter ist, muß also N\M = {v I Xv *' O} E II 
erfUllt sein. Setzt man nun y = -J- fUr v E N\M und Yv = I fUr v E M, so ist (Yv) gerade 
v 
die zu (xv) inverse Klasse. 
Wählt man bei dieser Konstrukti?n Kv = Er' wobei Pv die v-tc Primzahl ist, so er-
hält man als resultierenden Körper P einen Korper der Charakteristik Null. Bei fester 
1\ 
Wahl der Körper Kv hängt die Struktur von P aber noch entscheidend von der Wahl des 
Ultrafilters II von N ab. 
2. Präordnung, primitive Filter 
Es sei n ein Filter von X, und <p: X ~ X sei eine Abbildung. Dann ist ~~ = {<pA I A E n} 
eine Filterbasis. 
Definition ~n: = -B wird der Bildjilter von n hei der Abbildung <p genannt. 
Satz Ist 11 ein UltraJilter. so ist auch ~II ein Ultrajilter. 
Definition Für Ultrafilter ll" 112 sei 1I,.2l112 dadurch definiert. daß es eine Abbildung 
<p: X ~ X mit ~1l2 = ll, giht. 
Die so definierte Relation.2l ist eine Präordnung aufU Die zu ihr gehörende Äquiva-
lenzrelation '" ist dadurch erklärt, daß 11 1 '" 11 2 gleichwertig mit 1I1.2l112 und 112.2l1l1 ist. 
Die durch .2l bestimmt Ordnungsbeziehung auf Qj fUhrt zu verhältnismäßig über-
sichtlichen Bedingungen, wenn die Grundmenge X lediglich abzählbar ist, wenn also 
eine Bijektion \jI: X ~ N existiert. Dies sei von jetzt an stets vorausgesetzt. 
Definition Eine Abbildung <p: X ~ X heißt auleinem gegehenen Filter n injektiv, wenn 
es eine Filtermenge A E n giht . .1'0 daß die Einschränkung von <p aulA eine injektive Ah-
hildung ist. 
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Ein Filter p von X soll primitiv genannt werden, lI'enn er einji'eier Ultrafilter ist wld 
wennfürjede AhNldung <p: X ~ X gilt: ~p ist ein gehundener Ultrafilter oder <P ist al!1' 
p injektiv. 
Primitive Filter gibt es nur auf abzählbaren Mengen. Im Sinn der Präordnung~ sind 
sie obere Nachbarn der gebundenen Ultrafilter. 
Satz p ist genau dann primitiv, wennfürjede Zerlegung : Zv I v E N: von X gilt: Es giN 
ein v mit Zv E p, oder es giht ein PEP mit I P (1 Zv I ~ I ßir alle v. 
Ist : ~\ I v E N} eine Menge paarll'eise verschiedener primitil'er Filter, dann giht eS 
eineZerlegling {Z" I v E N: I'on X mit Z" E pv!ürallev. 
Aufeiner abzählbaren Grundmenge gibt es kontinuierlich viele primitive Filter. 
Mit Hilfe primitiver Filter können induktiv kompliziertere Ultrafilter konstruiert 
werden. 
Satz Ev sei {Px I x EX: ein S\'stem paarweise I'Crschiedeller primitil 'er Filter, und Il sei 
ein Ultrafilter I'on X. Dann ist allch 
n=/\ V~\ 
U E 11 XE 11 
ein Ultrafilter VOll X lind he::üglich <J eill oherer NachhaI' I'on ll. 
Beginnend mit einem primitiven Filter Ilo kann man so aufsteigende Ketten 
llo..:9.. 1l 1..:9.. 1l2..:9.. '" benachbarter Ultrafilter konstruieren mit Abbildungen <Pll. v (11 < v), r' d' A • 
ur Je <l'1l. v lIv = 1l~1 und <P~1. p = <Pll. v 0 <Pv. p gilt. 
Das Konstruktionsverfahren läßt sich fortsetzen. 
Satz EI' sei (Ilv' <Pll. v) eine Folge \'On Ultra/iltern lind Ahhildllllgen mit ~~I. v Ilv = IIp 
(11 < v) und <P~1. p = <Pll. v 0 <Pv. p' lind 11* sei einji'eier Ultrafilter von N. Dann ist 
111= /\ V 11 
V* E 11* V E V* \' 
ein Ultra/ilter, ::11 dem AMildungell \(Iv mit \Vv ll1 = Ilv lind mit \(I~I = <Pp. v 0 \(Ivexistierell. 
Der Ultrafilter 111 ist im Sinne der Präordnung..:9.. zwar eine obere Schranke der Folge 
(llv)' nicht aber ein Supremum. Ein solches existiert auch nicht. Es gibt unendliche ab-
steigende Folgen oberer Schranken, und bei jedem Limesschritt wiederholt sich die bis-
her gewonnene Schichtung der Ultrafilter jeweils als beiderseitig unendliche Folge von 
ordnungsisomorphen Exemplaren. 
Alle Ultrafilter, die sich mit Hilfe dieses Konstruktionsverfahrens in abzählbar vielen 
Schritten erreichen lassen, sollen abzähl bar-primitive Ultrafilter genannt werden. Eine 
Fortsetzung der Konstruktion über den Rahmen dieser Ultrafilter hinaus ist zwar mög-
lich, ertiJrdert aber eine Verallgemeinerung der bisherigen Präordnung: Es sei Tl die 
erste überabzählbare Anfangszahl, und (IlI)1 <1l sei eine Ultrafilterkette mit Abbildungen 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00054820
Ultrafilter 23 
<PI. K (t < K < 11), für die entsprechend ~1. K llK = ll, und <Pl.). = <PI. K 0 <PK. A (t < K < Je < 11) 
gilt. Femer sei 11* jetzt ein Ultrafilter der überabzählbaren Indexmenge 11. Dann ist zwar 
111= 1\ V 11, 
V* E ll* tE V* 
wieder ein Ultrafilter. Es gibt jetzt aber keine Abbildungen \jI\ mit IV\ 111 = ll\ und \jI\ = 
<PI. K 0 \jIK' Die bisherige Präordnung..::1 reicht daher beim Verlassen des Bereichs der ab-
zählbar-primitiven Ultrafilter nicht mehr aus. Es bedarf somit einer Verallgemeinerung. 
Auf eine entsprechende Möglichkeit soll jetzt noch abschließend eingegangen werden. 
3. Filterabbildungen 
Die Grundmenge X braucht jetzt zunächst nicht abzählbar zu sein. Als Filterabbildun-
gen sollen beliebige Abbildungen \jI: IF ~ IF bezeichnet werden. Jede Punktabbildung 
<p: X ~ X induziert eine Filterabbildung~: IF ~ IF. In diesem Sinn kann man Filterabbil-
dungen als Verallgemeinerungen von Punktabbildungen auffassen. Um spezielle Filter-
abbildungen kennzeichnen zu können, zunächst eine vorbereitende Begriffsbildung. 
Definition Es sei M* eine Teifmenge 1'011 IF. 
M* heiJft filtrierel1d. \\"el/l1 ::'11 je ::.\\'ei Filte/"/1 11, II E M* eil1 CE M* existiert mit 
C~I1/\l1. 
M* heiJ!t saturiert. \1"1.'1111 ::.ujedem Ultra/ilter II mit II ~ V 11 eil/ Filter 110 E M* 
existiertmitll ~ 110, nE M* 
Es soll nun eine spezielle Klasse von Filterabbildungen ausgezeichnet werden, die en-
ger mit Ultrafiltel11 verknüpft sind und die daher kurz als U-Abbildungen bezeichnet 
werden sollen. 
Definition Eille Filterahhildlillg \jI heiJit U-AMildUllg, \\'1.'1111 sie die heidel/ fiJlgelldm 
Eigellscha/iell hesit::.t: 
( I) Fürjedefiltrierellde Mellge M* gilt \jI ( 1\ n J = 1\ \jI11. 
nE M* 11 E M* 
(2) Zujedell/ Filter 11 uml ::.ujedell/ Ultrafilter ll* mitll* ~ \jI11 giht es eil/eil Ultra/ilterll 
II/it II ~ 11 ul/d \jIll = II *. 
Die von Punktabbildungen <p: X ~ X induzierten Filterabbildungen ~ sind U-Abbildun-
gen. Die Klasse der U-Abbildungen ist jedoch wesentlich umfangreicher. Andererseits 
kann man ein Konstruktionsverfahren für U-Abbildungen angeben, das einem einen ge-
wissen Überblick über diese Klasse verschafft. 
Satz Es sei \jI eil/e U-Ahhildung Dann gilt: 
(I) Aus 11 ~ l1/iJlgt \jI11 ~ \jIl1. 
(2) Istll ein Ultrafilter. so ist auch \jIll eil/ Ultrafilter, oder es gilt \jIll = ll. 
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(3) !stM*saturiert,sotölgt'V( V n)= V 'V0. 
nE M* Cl E M* 
(4) Fiiralle Filten) ist 'VIF 1\ V 'VII. 
A E Cl 11:0; A 
11 E Ur 
Sind 'V und X U-Ahhildungen, so ist allch X 0 'V eine U-Ahhi/dung. 
Mit Hilfe von U-Abbildungen kann nun wieder eine Präordnung für Ultrafilter erklärt 
werden. 
Satz &- sei 't' eine Menge von U-Ahhildungen, die alle von Punktahhildllngen induzier-
te Filterahhildungen und mit 'V. X stets auch X 0 'V enthält. Deliniert lIIan 111 « 112Jlir 
111. 112 E I]J durch die Existenz eines 'V E 't' mit 'V112 = 11 1• so ist« eine Prüordnllng IIlld 
ei Ile Vergriihel1l11g VOll <I . 
Mit derartigen Präordnungen kann nun das im vorangehenden Abschnitt behandelte 
Konstruktionsverfahren auch im Fall überabzähJbarer UltrafilterfoJgen durchgeführt 
werden, wobei nur an die Stelle der fehlenden Punktabbildungen 'VI jetzt U-Abbildun-
gen treten. Allerdings sind hinsichtlich « die erhaltenen Niveauschichten wesentlich 
,größer. Man muß sich daher bemühen, durch eine geeignete Wahl von tp eine Beschrän-
kung zu erreichen, so daß die Niveauschichten danach wieder hinsichtlich der Präord-
nung,g untergliedert werden können. HiertUr bietet sich im Fall einer wieder abzählba-
ren Grundmenge die Menge 't' aller derjenigen U-Abbildungen \jf an. die die Menge der 
abzählbar-primitiven Ultrafilter in sich abbilden und die außerdem tUr abzählbar-
primitive Ultrafilter II noch 'Vll <I I[ erfüllen. 
Prof cm. Dr. Hans-Joachim Kowalsky 
38302 W nlfcnbüttcl . Am Schiefen Berg 20 
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